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APPLICATION AND DISCUSSION OF THREE DIMENSIONAL 
NUMERICAL MANIFOLD METHOD BASED ON  
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Abstract  In this paper，three-dimensional numerical manifold method (NMM) based on hexahedron element is 
proposed and the shape functions of C8 isoparametric element are used as the cover weight functions. All 
sub-matrices of equilibrium equations are derived according to this cover weight function. In 2D contact，the 
direction of shear stiffness and friction force is easily defined along the contact edge. For the corresponding 3D 
contact problem，it is difficult to determine similar relations in simple way. In the present paper，vector theory and 
iterative method are proposed to overcome this kind of difficulty. An example of underground excavation is also 
presented. 
Key words  rock mechanics，three dimensional numerical manifold method，hexahedron element，cover weight 
function，three dimensional contact 
 
 



















































V1分成一个物理覆盖 11，将数学覆盖 V2分成 2个
物理覆盖 21和 22，21和 22可有不同的材料性质，
沿交界边(即图中裂隙)可以有不连续的力学行为，
可以拉伸、扭曲甚至完全裂开。也就是说，原始的



















图 1  有限覆盖系统中流形单元的节点编号 
Fig.1  Node numbering in manifold cover system 
 





要的。假定单元 E是 m 个互相交迭的覆盖 =iCi，(  
)21 m，，， L 的公共部分，那么该单元的位移函数
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式中： ijd 为待求的未知系数， ijf 为覆盖上的基本函
数，它的形式是 lk yx 。因为整个计算区域 F是由这
些单元不重叠而组成，所以，整体位移函数 )( yxf ，




































































式中： ))(())(( ijikikij yyxxyyxxÄ -----= 。如果
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00 hx 1，2，3，4)    (6) 








iN hx， ，0≤ )( hx，iN ≤1， 











如图 2所示，在 )( zyx ，， 坐标系中的一个典型









































图 2  从坐标系(x，h，z )到坐标系(x，y，z)的一一映射 
Fig.2  Mapping between local and global coordinate systems 
 













































































































































































)( iiiieN zzhhxx +++=       (13) 


















































           (14) 
从式(14)很容易计算对应任意点 )( zhx ，， 的
)( zyx ，， ，但相反的却很难用 )( zyx ，， 来表达
)( zhx ，， ，事实上，此处需要用到迭代的方法。
设 J是三维 Jacobi矩阵，可得向量的表达式： 
xdd Jx = ， xJ dd 1-=x           (15) 
令 
0)( 0000 == zhx ，，x ， )( zhx ，，=x ， )( zyx ，，=x  
)( 0000 zyx ，，=x ， )ddd(d zhx ，，=x  
，xd(d =x yd ， )dz  
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步骤 II：如果 0xx - 大于一个预设的小值(例

















































































































e      (17) 
其中， 
( )][]][[][ )8(e)2(e)1(ee BBBB L=   

























































































































































1              (18) 





































































































































)(e Jsr BEB [ ])(e)(e srK  
87654321 ，，，，，，，， =sr       (20) 
4.2.2 初始应力矩阵 










)(e ddd][ szhxJB r { })(e rF  
87654321 ，，，，，，，=r           (21) 
4.2.3 点荷载子矩阵 
荷载 )( zyx FFFF ，， 作用在点 )( 000 ZYX ，， 上： 

































































87654321 ，，，，，，，=r              (23) 
其中， 








































=sr， 1，2，3，4，5，6，7，8       (25) 







































































)(e)(e)(e JNNt srsr ò ò ò- - -=     (28) 
4.2.6 固定点子矩阵 














000)(e000)(e zhxzhx ，，，， sr NpN  









如图 3 所示，接触面有 4 个角点： ，， 32 PP  
54 PP， ，而事实上，3 点决定 1 个平面，所以，可
以取其中任意 3 个作为该平面的参数，例如：
，， 32 PP 4P 。如图 4所示，假定 1P是单元 i的角点，
，， 32 PP 4P 是单元 j 的接触面， )( kkk zyx ，， 和
)( kkk wvu ，， 分别是角点 kP (k = 1，2，3，4)的坐标

















d =              (30) 












S =                (31) 





图 3  点 P1和面 P2P3P5P4的接触关系 










图 4  法向位移和切向位移 
Fig.4  Normal and tangential displacements along contact  
surface 
 






















=¢       (32) 

































































































               (33) 
ijL 可以用已知的点坐标 )( kkk zyx ，， 来表示。 
令 
























H i zhx ，，        (34) 
























G j zhx ，，  














































                  (35) 
可得 
{ } { } { } { }ji DGDHdd T T nn ++=¢        (36) 
法向弹簧的势能 sÐ 为 





dpÐ ++=¢=   (37) 
经偏导后，可得 
{ }{ } [ ])()(T )()( sirisiri KHHp ®  
=sr， 1，2，3，4，5，6，7，8     (38) 
{ }{ } [ ])()(T )()( sjrisjri KGHp ®  
=sr， 1，2，3，4，5，6，7，8     (39) 
{ }{ } [ ])()(T )()( sirjsirj KHGp ®  
=sr， 1，2，3，4，5，6，7，8     (40) 
{ }{ } [ ])()(T )()( sjrjsjrj KGGp ®  
=sr， 1，2，3，4，5，6，7，8     (41) 
{ } [ ])()(n riri FHpd ®-  
=r 1，2，3，4，5，6，7，8        (42) 
{ } [ ])()(n rjrj FGpd ®-  
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并且是角点 1P的接触点，一个时步后， 0P 和 1P移动
到 '0P 和 '1P ，从 '1P 到 432 PPP 的法向位移是 nd ¢，点 1P










































01 )()( dwwvv ¢--+-                   (44) 
略去二阶和高阶项，有 






























































































011 )()()( zzyyxxS -+-+-=       (46) 























TH i zhx ，，        (47) 























TG j zhx ，，       (48)  
而{ }H ，{ }G 和式(34)，(35)相同。 
法向弹簧势能可写成 







dpÐ ji  




++           (49) 
经过偏导可得 
{ }{ } [ ])()(T)()( sirisiri KHHp ®-  
=sr， 1，2，3，4，5，6，7，8        (50) 
{ }{ } [ ])()(T)()( sjrisjri KGHp ®-  
=sr， 1，2，3，4，5，6，7，8      (51) 
{ }{ } [ ])()(T )()( sirjsirj KHGp ®-  
=sr， 1，2，3，4，5，6，7，8      (52) 
{ }{ } [ ])()(T )()(  sjrjsjrj KGGp ®-  
=sr， 1，2，3，4，5，6，7，8      (53) 
{ } { } [ ])()()(n ' ririri FHpHpd ®-  
=r 1，2，3，4，5，6，7，8        (54) 
{ } { } [ ])()()(n ' rjrjrj FGpGpd ®-   
=r 1，2，3，4，5，6，7，8        (55)  
4.3.3 摩擦力子矩阵 
接触面的应力-应变关系是按库仑定律决定的：
当 CNF +< )tan(f 时，采用法向和切向弹簧；当  
F ≥ CN +)tan(f 时，采用法向弹簧和摩擦力。其
中， N是法向力，f 和C分别是摩擦角和粘聚力。 
如图 5 所示，假定 )( 1111 zyxP ，， 移动到
，uxP +¢ 11( )11 wzvy ++ ， ，其中n







图 5  摩擦力的方向和摩擦位移 
Fig.5  Direction and displacement of frictional force 
 
从点 1P到 1P¢的在面 432 PPP 的切向矢量为 -'11 pp  













           (56) 
可表示为 
dczbyax =++               (57) 
式中： dcba ，，， 可用已知数 )( kkk zyx ，， 表示出
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kwjviuPP 11111 ++=¢
r
             (59) 






































































































































1             (60) 
然后，可得滑动位移 fd 和相应的势能 fp  








1 )()( wcvbuawvu ++-++   (61) 




p 可以用{ }iD 来表示， { }iD¶
¶ fp 可以直接求出，见 
文[2]。三维问题无法预先确定摩擦力的方向，因此
f
p 包含了未知数 111 wvu ，， 的根号项，此处势能的 
偏微分 { }iD¶
¶ fp 很难求出。本文采用迭代的方法，假 
定 zyx ddd ，， 是对应 fd 在 zyx ，， 方向上的分量，
那么， 
222
f zyx dddd ++=              (63) 
设初始摩擦力为 0，求解整体平衡方程可得
)( 111 wvu ，， ，其后的迭代过程如下： 





























































zhx ，，   (65) 
其中， 



















































   (66) 
因此， 
{ } { })()( riri FHF ®-  
=r 1，2，3，4，5，6，7，8       (67) 
同样地，对于单元 j的 0P 点，有 
{ } { })()( rjrj FGF ®  
=r 1，2，3，4，5，6，7，8       (68) 
其中， 



















































   (69) 
步骤 II：求解代入式(67)，(68)的整体平衡方程

































         (70) 
如果上式不满足，返回步骤 I，令 =)( 111 wvu ，，  
)( 111 wvu ¢¢¢ ，， 开始新的循环；否则停止循环。 
 
5  算例分析 
 
此处模拟一个煤矿长壁工作面覆岩失稳的过
程。取计算模型尺寸为 150 m´60 m´60 m，煤层厚
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物理网格作为实际的材料边界，定义其积分区域。
取煤层材料常数为： 9108´=E Pa， 24.0=n ，
3103.1 ´=r kg/m3；岩层材料常数为 91012 ´=E Pa，
34.0=n ， 3102 ´=r kg/m3。计算参数 03.0=Dt s，










图 6  计算模型 
Fig.6  Physical and mathematical covers for numerical problem 
 


















图 7  开挖后计算 30步的三维图和剖视图(无摩擦力和粘聚
力) 
Fig.7  Results of analysis after 30 steps (3D view without  






图 8  开挖后计算 100步的三维图和剖视图(无摩擦力和粘 
聚力) 
Fig.8  Results of analysis after 100 steps (3D view with out 





(4)  8 号块由于受到 7 号块左上角的尖顶而没
有随 4号块同时冒落。 
 








4 8 7 
6 5 





图 9  开挖后计算 400步的三维图和剖视图(有摩擦力和粘 
聚力) 
Fig.9  Results of analysis after 400 steps (3D view with 






图 10  开挖后计算 900步的三维图和剖视图(有摩擦力和粘 
聚力) 
Fig.10  Results of analysis after 900 steps (3D view with 
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